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1. Introduction 
(B,, t > 0) dksigne un mouvement brownien rtel issu de 0. On introduit le processus gaussien 
dCfini par 
V(t)= f 
I 
,;sdB,, t>O, V(0) =o. 
Remarquons que, par application de la formule d’It6, on a 
V(t)=B,- L 
1 
rB,5 ds, t>O, 
t 0 
et que ( V(t), t > 0) est une semimartingale. 
Dans [ 31, Yor. 2 l’aide de l’identitt de Hardy, avait obtenu le r&x&at suivant 
oti ( v,,(s), 0 <s < 1) est un processus dont la loi est celle de ( V(s), 0 < s < 1) conditiomk 
par V( 1) = 0. D’autre part, Yor avait remarquC que 
(V”(S), o<s,< 1) “2’ (B,, o<s< 1) ) 
oti ( B,r) est le pont brownien issu de 0. Alors on a 
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(2) 
Dans ce qui suit, nous allons Ctendre, par polarisation, les rhultats ( 1) et (2) pour deux 
mouvements browniens r&els non nCcCssairement indkpendants, mais linkairement corr6lCs. 
Lorsque B = (B,, t > 0) et B’ = (B: , t B 0) sent deux mouvements browniens rkels indC- 
pendant issus de 0, on sait, [ 41, que pour A > 0 et suffisamment petit, on a 
E[exp A2 II: ds B.B:]= [(cos h)(cosh A)]-“‘, (3) 
et, de plus, si (B,, 0 < t < 1) et (Bi, 0 < t 6 1) sont deux ponts browniens indkpendants, on 
a 
E[exp h2 1: ds li,d:]=h[(sin A)(sinh h)]-‘12. (4) 
Nous etendrons Cgalement les formules (3) et (4) au cas linkairement corrC1C. A travers 
ces extensions nous arriverons B notre rksultat principal qui est le calcul de la loi de 
lorsque B et B ’ sont linkairement corrC1Cs. 
2. Polarisation de l’identitk de Hardy et ses consbquences 
Nous rappelons d’abord le rksultat suivant: 
Lemme 1 (voir [ 31 et [ 1, Lemme 21). Soit p( dt) une probabilite’ d@ise sur [ 0, 11 tefle 
que, pour 0 < t < 1, on ait /A( [0, t] ) > 0. Etant donne’es deuxfonctionsf, g E L2( p), on leur 
associe les transforme’es de Hardy dPfinies par 
W(t) = 
1 
P.([O, [I) I 
‘f(s) dp(.y) et f= 
0 I 
,ks) dE.L(s) 2 
Hg(t) = et S= g(s) d/-4s) . 
On a alors 
V(t) -f)&(t) -3 dp(t) 
= 
I 
' df(t)-Hf(t)>(s(t>-Hg(t)) dp(t). •i 
0 
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Dans ce qui suit B et B’ sont deux mouvements brownies reels, issus de 0, lineairement 
correlCs, on peut done Ccrire: 
B’,=pB,+\/I-p2 B:‘, p~[0, I], 
oti (B,,) et (Bv) sont deux mouvements browniens independants. De m&me B = (B,T, 
0~s~ 1) et f?‘= (81., 0 <s< 1) designent deux ponts browniens lineairement correlCs, 
c’est-a-dire 
B: =,,B, + J1-p2~:’ 
oti (b,?) et (iy ) sont deux ponts browniens independants. 
Lemme 2 (voir [ 1, Proposition 2, a) ] ). ALsec les notations prkkdentes, on a 
j-; (B.r- j-iB.d~)(B:- _f; ,d+s 
= i:(BS- iJl:B”du)(B;.- ~~;B:,du)ds p.s. 
(loi) = Li,b’, ds 
En effet, l’identite’presque sGre dkcoule du lemme 1, et en tenant compte de ( 2)) on remplace 
B par B + B’, et 8 par fi + B’, l’identite’en loi s’ensuit. 0 
Proposition 1. Pour h > 0 et suffisammentpetit, on a 
E[exp A’!: .T .r ] B B’ ds = [ (cos AJl+p)(cosh AJI-p)] p”2. 
DCmonstration. D’apres les hypotheses, on a 
f(h) =E[exp A2 ji B,B$ ds] 
=E[exp(A’p h: B; ds+h2J1-p2 j; M’ds)]. 
En integrant par rapport a la loi de B” on obtient 
E 
[ 
exp h2dq 10’ B.,B:’ dsj 
B,B,y,(sAs’) ds ds’ . 1 
Soit 
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B,B,s,( s A s’) ds ds’ . 
Soit (e,, k a 1) une base orthonormee de L2( 0, 1). On considere la decomposition 
B, = 2 CR cl> 11: Ed dm (5) 
i-1 
En utilisant cette decomposition on peut Ccrire 
F=h2p 5 (B, ek)(B 
h,k’= I 
3 ekt) (I: (1 ek(u) du)(i: ek4u) du) ds 
+ *‘(l?p’) 5 (El, e,)(B, ek,) 
k,k’= I 
= c (B, e,)(B, e,,) 1: 1: K(u, u’)e,(u)e,(u’) du du’ 
k,k’= I 
(SAS’) ds ds’. 
I1 suffit alors de prendre comme fonctions ( ek) des fonctions propres du noyau K( u, ~1’). 
L’operateur associe au noyau s A t a comme valeurs propres 
4 
Ct!k = 
(2k- l)>,rr* ’ 
kal, 
et comme fonctions propres 
e,,(f) =fi sin 2 
G-W, k>l. 
, 
Et en utilisant la decomposition 
(2k- 1)~ . (2k-l)rrl 
sm 2 2 
on obtient 
K(u, u’) 
= 
$, (2k_: )2$ {A2P sin 
(2k- 1)x( 1 -u) sin (2k- l)rr(l -u’) 
2 2 
avec 
A, = 
4A”p 
(2k- 1)‘~~ 
+ 8h4( 1 -p’) 
(2k- 1)4~4’ 
Alors 
F= C (B, #A,, 
h=1 
e:“‘=JLos(2k-21)Tu. k>l. 
Maintenant on peut calculer I’esperance de exp( F) : 
f(A) =E[eF] = fi E[exp A,(B, eL)‘] = fi (1 -2A,) -I” 
k=l !.=I 
= fi (I- (2k8/\‘;2nz - t;2y!;;<J)-“z 
1=1 
n( 
% I- 4(p+ I)A’ -I” -I” = 
I=, (2k- 1)2d 1 ( 
,+ 4(1-p)A’ 
(2k- 1)InTr2 
= [ (cos A&i) (cash A&-p) ] - “2 . 0 
On remarque I’esperance E( e”) est finie pout-vu que la condition suivante est satisfait 
8A’p + 
rrTr2 
16A3(1-p’) <I 
Tr4 
Notons aussi les deux cas particuliers suivants: 
(a) Sip=O,ona 
j(A) =E[exp A’ 1: B,B: ds]= [(cos A)(cosh A)] P1’2 
et on retrouve le cas de deux mouvements browniens independants B et B’. 
(b) Si p= I, alors B=B’et on obtient 
f(A)=E[expA’J]: Bids]=(cosAfi)P112. 
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Le rtsultat suivant 
lineairement corrC1Cs. 
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est l’extension de Proposition 1 au cas de deux ponts browniens 
Proposition 2. Soient fi et B’ deux ponts browniens re’els issus de 0, tels que l?i = 
pB, + dv By, 02 (L?,) et (By ) sont deux ponts browniens indbpendants, et p E [ 0, 11. 
Alors, pour A > 0 et suffisamment petit, nous aL)ons 
DCmonstration. On a 
En integrant par rapport a la loi de Lj” on obtient 
B,yB,,(~As’-~~‘) ds ds’ . 1 
Soit 
B,B,, (sAssI-ss’) ds ds' . 
Comme dans la Proposition 1, on considere une base orthonormee ( ek, k 2 1) de L*( 0, 
1) et en utilisant la decomposition (5)) on obtient 
6,= 5 (B,e,) I‘ C/,(u) du 
k=l 
0 
oti ck( u) =ek( u) - 1:) ek( U) du. On a ah3 
x 
G=h2p c (B, ek)(B, ekr> 
k,k’= I 
(: (J1: &c(u) dU)(l &r(u) du) ds 
+ h4( 1 -p2) 
2 ,.g, cB3 ek)(B* e&l> j: ]o’(/i ek(u) du)([i’e,.(icj du) 
x (S/IS’-ss’) ds ds’ 
= ,,,c_,( B, ek)(B, ekr> ’ K( II, u’)Fk(u)Fk,( u’) du du’ , (‘5) 
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Otl 
(sAs’-ss’) ds ds’ 
Le noyau 1 - I peut &tre decompose de la faGon suivante: 
(7) 
En effet, le membre de droite de l’egalite precedente est Cgale au produit scalaire ( I[,,, ,, 
1 ru,,, )L2c,,,J qui vaut 1 -u Vu’. D’autre part le noyau s A s’- ss’ a le developpement 
suivant 
(sin kns) (sin kvs’) 
En effet si h(s) est un vecteur propre de l’operateur integral associe au noyau s A s’ - ss’, 
il doit satisfaire l’equation differentielle 
-h(s) =hh”(s) , o,<s< 1 ) h(O)=h(l)=O. 
Done, on obtient A = 1 / ( k2,rr2), h(s) = \/z sin kas, k > 1. 
En utilisant les dtveloppements (7) et (8)) on obtient 
&u, u’) =A2p c 
k= I 
& (cos km- ( - l)“)(cos kau’- ( - l)k) 
+ A4(1-p2) = 2 
2 c 
- (cos km- (- I)k)(cos km’- (- l)k) 
k=, k4T4 
= 5 ik(cos kTu- ( - l)k)(~os km’- (- l)k) , 
k= I 
h 
k 
= 2A2p + A4(1 -p2) 
k2n2 k4n4 . 
Dans (6) on peut remplacer I?( u, u’) par 
K,(u, u’) = 2 &.(cos km)(cos km’) 
k--l 
parce que I,!, Fk( u) du = 0. Done, en choisissant Zk( U) = cos km, k > 1, on obtient 
G= 2 i,(B, ek)2. 
k= I 
Finalement 
g(A) =E[eG] = fi E[ exp h, (B, e,)‘] = fi ( 1-2X,) ~ “2 
k=I k=l 
= q1- 
k= I 
2h2p -_ 
k2n’ 
(p+ 1)A2 
k2,rr’ 
--l” 
c JI-p’A2 I I12 = sin( Afi) sinh( AG) ’ 0 
On remarque l’espbance E[ e”] est finie pourvu que 
2A2p 
T2 
+ A4(1-p2) <1 
7F4 
Cas particuliers: 
(a) Si p = 0, alors on retrouve le cas de deux ponts browniens indbpendants, et 
g(A)=E[exp A’ IT,’ L?,B,,, dr]=A(sin A sinh A))“‘. 
(b) Sip=l,alorsB=B’etonobtient 
g(A) =E[exp A2 l: Bz ds]=[sin$A)]“‘. 
Voici notre resultat principal: 
ThCoriime. Si B et B’ sont deux mour)ements browniens lin&irement corre’le’s, alors 
E[evA2~~ds(B..- j+:deB,.)(B:- l:duR:()] 
J1-p2 A2 1 
l/2 
= sin( AJlfp) sinh(A\/l-p) ’ 
DCmonstration. D’apres lemme 2 et proposition 2, on peut en conclure. 0 
22s 
Cas particuliers: 
(a) Si p = 0, alors B et B’ sent indkpendants, et 
E[exp A’ 1: d(B, - l: du B..)(R: - 1du BL)]=(sin hZ h h)“2 
(b) Sip= 1, alors B=B’, on a 
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